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In der Ingenieurmathematikausbildung an der Universitdt Debrecen in Debrecen, Ungarn, wird seit
einigen Jahren das Computeralgebrasystem Maple erfolgreich zur Lehre der Differenzialgleichungen
eingesetzt. Im Artikel werden drei Beispiele aus dem Studiengang Maschinenbau vorgestellt.

EINFUHRUNG

Im Hintergrund technischer Probleme stehen im
Allgemeinen die Differenzialgleichungen. Um die
technischen Fécher richtig durchfiihren zu konnen,
miissen die Studenten den Begriff der Losung einer
Differenzialgleichung kennen, sowie iiber die Funktion
des Parameters und der Anfangswerte Bescheid
wissen.

Die verfiigbare Zeit in der Grundlagenausbildung
reicht zum Studium der Theorie der Differenzial-
gleichungen nicht aus. Inzwischen stellt die Informatik
eine Reihe von Méglichkeiten zur Verfiigung. Davon
konnen Methoden ausgewihlt werden, die zum
Verstdndnis der im Zusammenhang mit den
Differenzialgleichungen auftretenden Begriffe
beitragen. Die Animation ist zu diesem Zweck
besonders geeignet [1].

In der Mathematik- und der Ingenieurausbildung
der Universitdt Debrecen wird das System Maple
vielfiltig eingesetzt. Maple bietet Moglichkeiten zur
Darstellung der Begriffe der mathematischen Analy-
sis, besonders anschaulich sind die dem Studium der
Differenzialgleichungen dienenden Mittel.

In diesem Artikel zeigen wir an einigen aus
vereinfachten technischen Problemen hervorgehenden
Beispielen, wie analysiert werden kann, wie der Wert
eines gegebenen physikalischen Parameters den Lauf
des Systems beeinflusst.

Im ersten Beispiel kann man deutlich erkennen,
dass im Systemlauf eine kritische Situation auftreten
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kann. Die Belastung der Komponenten kann die durch
die Festigkeitsberechnung vorgegebene Grenze
iiberschreiten, das kann bis zur Zerstorung des
Konstruktionselementes fiihren.

WAHREND DES MASCHINEN-
BETRIEBES ENTSTEHENDE RESONANZ

Einer der wichtigsten Gesichtspunkte bei der
Konstruktion von Maschinen, die bewegliche,
drehende Konstruktionselemente enthalten, ist die
Beachtung der wihrend des Betriebes dieser
Maschine auftretenden Resonanzgeschehnisse.
Infolgedessen spielt die Analyse der auf die
Maschinenelemente wihrend des Betriebes
wirkenden, sich dynamisch verdndernden Belastungen
eine wichtige Rolle in der Maschinenbau-Ausbildung.
Die Studenten miissen verstehen, dass ein auf Grund
der statischen Belastung konstruiertes Maschinen-
element wihrend des Betriebes unter Uberbelastung
geraten kann, zum Beispiel wenn Resonanz auftritt.

In der Festigkeitsberechnung sind sogar nur das
genaueste Belastungsmodell und die sorgféltigste
Berechnung fiir ein sich nur statisch verhaltendes
Konstruktionselement giiltig [2]. Wie allgemein
bekannt ist, besitzt jede Konstruktion, sogar der
menschliche Korper eine Eigenfrequenz. Die
Eigenfrequenzen konnen in einfachen Fillen sehr
einfach berechnet oder gemessen werden. Ein gutes
Beispiel dafiir ist eine mit Konsolen eingespannte
Blattfeder.
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Beim Belastungsmodell gilt der Zusammenhang
T(t)=T,+T, sin(at). Hier ist ® die Kreisfrequenz
der Belastung, deren Wert im Falle einer mit
Elektromotor angetriebenen Antriebskette bekannt ist.
Aber in vielen Fillen ist @ als anregende Frequenz
stochastisch [3]. Ein gutes Beispiel dafiir ist die
Frequenz der WindstoBe gegen Briicken-
konstruktionen. 7' ist die aus der nominalen Leistung
gegebene nominale Belastung, 7' ist die Belastungs-
amplitude, die durch den Betriebsfaktor bestimmt
werden kann. Der Betriebsfaktor bezeichnet
Betriebsverhiltnisse der Antriebskette. In dem Fall,
wenn die Eigenkreisfrequenz o des Geriists und die
Anregungskreisfrequenz m gleich sind oder ungefihr
gleich, kann Resonanz auftreten. In diesem Fall wird,
wie bei jedem federigen Element, Energie im Gertist
gespeichert und angehiuft. Wenn geniigend Zeit zur
Verfiigung steht, dann wird es mit immer gréBer
werdender Amplitude schwingen bzw. schwanken und
zwar solange, bis im kritischen Querschnitt der Bruch
eintritt. Natiirlich gibt es solche Anlagen, z.B.
Vibratoren, Schwingungsgerite, bei denen die
Erregerfrequenz auf die Eigenfrequenz des Gerites
abgestimmt wird, aber im allgemeinen Fall soll die
Resonanz vermieden werden.

Die Resonanz kann man also nur verhindern, wenn
man die Erregerfrequenz und die Eigenfrequenz des
Systems weit voneinander weg einstellt. Da im
Allgemeinen die Erregerfrequenzen gegeben sind,
besteht die Losung normalerweise in der Verstellung
der Eigenfrequenz [4].

Das Problem ist vorstellbar an einem ganz
einfachen, bekannten Beispiel, dem Feder-Masse-
System. Auf eine an einer Feder befestigte Masse
wirkt eine sich periodisch dndernde Kraft. Bei der
Festigkeitsberechnung der Feder muss die sich in der
Feder herausbildende, maximale Kraft beriicksichtigt
werden, die mit der Zugdehnung der Feder, also der
Auslenkung der an der Feder befestigten Masse
zusammenhingt. Das System bleibt betriebsféhig,
wenn die wihrend des Betriebes auftretende,
maximale Auslenkung diesen Wert nicht tiberschreitet.

Wegen der moglichen Resonanz ist der Wert der
Betriebskreisfrequenz m determiniert. Bei gegebener
Federsteifigkeit und Masse bilden sich abhédngig vom
Wert der Betriebskreisfrequenz ® verschiedene
Bewegungsablidufe heraus. Daher muss die Feder
verschiedene Kraftangriffe entfalten. In dem Fall,
wenn sich die Erregerfrequenz der Eigenfrequenz des
Systems nihert, kann der Amplitudewert der sich heraus-
bildenden Bewegung den zum normalen Betriebs-
verhéltnis gehorigen Amplitudewert iiberschreiten.

Die folgende Differenzialgleichung beschreibt die
Bewegung der erzwungenen Schwingung:

PO+ 2500 = Ry -costo -

y —Auslenkung (m)

d —Federsteifigkeit (N/m)

m — Masse (kg)

F,—Maximale anregende Kraft (N)

o — Erregerkreisfrequenz (1/s) v

Simulation mit Hilfe von Maple

Das System Maple ermoglicht es, die mit der
Verdnderung eines Parameters entstehenden
Funktionskurven filmartig durchzugehen. Diese
Methode ist niitzlich zur Analyse der Differenzial-
gleichungen. Verdndert man einen Parameter der
Differenzialgleichung in einem bestimmten Bereich und
in einer bestimmten Schrittweite, so kann man die
Verinderungen der Losungskurven in Maple unmittelbar
visualisieren und entsprechend diskutieren [5].

Im gegebenen Beispiel ist visuell analysierbar, bei
welchen Werten des Parameters Erregerkreisfrequenz
u eine groBere Auslenkung als die maximal zuldssige
Amplitude vorkommen kann. In den Bildern sind die
Bewegungskurven fiir die Erregerkreisfrequenzen
=70, =82, ®=92, ®=96 und ®=100 (alle Frequenzen
in 1/s) dargestellt. Die Werte der anderen Parameter
d=10000N/m, m=1kg, F,;=20N wurden nicht geéindert.
Die maximal zuldssige Amplitude ist in den einzelnen
Graphiken in Abbildung 1 extra hervorgehoben.

Aufgrund der Animation ist es verstiandlich, dass
ein solcher Parameter, der sich nicht aus der Geometrie
des konstruierten Mechanismus, also aus den
physischen Charakteristika ergibt, sondern der sich
wihrend des Betriebes herausbildet (zum Beispiel
durch den Einfluss eines rotierenden Konstruktions-
elementes), die Bewegung griindlich verdndern kann
und demzufolge groen Einfluss auf die Belastung der
Konstruktionselemente hat.

DIE BIEGELINIE EINER AN EINEM
ENDE BEFESTIGTEN FLACHFEDER

Eine Flachfeder mit einer angenommenen Lénge 1 biegt
sich unter der Wirkung einer Kraft F' nieder, und
deformiert sich federnd. Zur Beschreibung der federnden
Verformung kann die folgende Formel benutzt werden:

1 _M(x)

p I.F

wobei M die Biegemomentfunktion, E der Elastizitéts-
modul, 7 der Querschnittskoeffizient und p der
Kriimmungsradius sind. Es sei y(x) die Biegelinie der
Feder. Dann gilt:



Die Nutzung des Computersystems Maple... 289

frequenz = 7O.

E ]
@ 0,02
= 4
= ]
= 1
=
W0, 0
£ =] 0,4 L) o 1 .
o Zeit (s)
0, 04 1
0,08
frequenz = B2.000
£ ]
8 0,08:
=
=
=
= g,04
4 . 3 . ,
o Felt (s)
-, 0
-0, 08
frequenz = 92,000
E
& oo08
=
=
=
T o,04
5 a, 1 :
&.W%a zeit (s)
-0, 04
0,02
frequenz = 86000
=
% 0,024
=
=
=
o0

zeit (s)

frequenz = 86000

amplitude [m)

Zeit(s)

Abbildung 1: Die maximal zuldssige Amplituden.
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Es gibt mehrere Methoden fiir die Modifikation der
funktionalen Eigenheiten der Flachfeder:

e Wechsel des Materials der Feder;

e  Wechsel der geometrischen Abmessungen der
Feder;

e  Wechsel der funktionierenden Léinge der Feder.

Falls die Gestalt der deformierten Feder, also die
Biegelinie bekannt ist, kann die Charakteristik der
Feder mit Hilfe einer zweckmaBig geformten
Unterlage modifiziert werden. Die lineare
Charakteristik kann progressiv gemacht werden.

Simulation mit Hilfe von Maple

Mit der Maple Animation kann die Biegelinie
dargestellt werden. Wenn an einem Ende der
Flachfeder der Lénge L die Kraft F' wirkt, dann ist die
Biegemomentsfunktion:

M(xi= F-(L-x)

Daraus folgt die Differenzialgleichung der
Biegelinie:

v F
_}'I:I:I—HI:I. x)

In den Bildern in Abbildung 2 sind die Biegelinien
fiir die Krifte F=0, F=1, F=3, F=6 und F=10 (alle
Krifte in N) dargestellt. Die Werte der anderen
Parameter E=10"Pa, /=10"m’, L=1m wurden nicht
gedndert.

DIE VERFORMUNG EINER WELLE
DURCH EINE DREHENDE
UNAUSGEGLICHENE SCHEIBE

Eine Scheibe mit einer Unwucht sitzt mit ihrem
Mittelpunkt auf einer Welle. Die Distanz zwischen dem
Mittelpunkt und dem Schwerpunkt der Scheibe betrage
e. Es soll der Ausschlag y des Mittelpunktes der
Scheibe bei Rotation um ihre mittlere Lotachse in
Abhingigkeit von der Winkelgeschwindigkeit
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Abbildung 2: Die Biegelinien fiir die verschiedene Krifte.

analysiert werden. Mit der Zunahme der es erfolgt eine Verformung der Welle. Der Ausschlag
Winkelgeschwindigkeit nimmt auch die Zentrifugal- y ist also abhéngig von der Winkelgeschwindigkeit ®
kraft zu. Die Welle muss die Zentrifugalkraft ableiten, und auch von der Federkonstante ¢ der Welle. Falls ®
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den kritischen Wert @ . annimmit, tritt Resonanz auf.
Der Ausschlag y wird dann unendlich groB, die Welle
wird zerstort (Abbildung 3).

Der entstehende Effekt ist gleichartig, falls die
Scheibe um eine Horizontalwelle rotiert. In diesem Fall
tritt der Effekt selbst dann ein, wenn die Scheibe vollig
ausgewuchtet ist (Abbildung 4).

Das Gewicht der Scheibe verursacht die wihrend
der Achsendrehung auftretende Exzentrizitit. Auch
hier kommt es zu einer federnden Verformung der
Welle.

Simulation mit Hilfe von Maple

Der Ausschlag y des Mittelpunktes der Scheibe von
der Lotachse kann als Funktion der Winkel-
geschwindigkeit @ aufgeschrieben werden:

emmg

1

Iy

Flw) =

—m@mm

Abbildung 5 zeigt den Ausschlag y in einer
Umgebung der kritischen Winkelgeschwindigkeit @, . .
Als Parameter wurden die Exzentrizitat e=0.01m, die
Masse der Scheibe m=1kg und die Federkonstante der
Welle ¢=10"m/N gewihlt.
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Abbildung 3: Um die Lotachse drehende Scheibe.
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Abbildung 4: Um die horizontale Welle drehende
Scheibe.

6]
1

T T T T 1
100 150 0]

Abbildung 5: Der Ausschlag des Mittelpunktes.
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