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Beziehungen zwischen Mathematik und Physik in der
| ngenieurausbildung

Lothar Teschke
Hochschule fiir Angewandte Wissenschaften Hamburg, Fachbereich Naturwissenschaftliche Technik
Lohbrugger Kirchstr. 65, D-21033 Hamburg, Deutschland

Wesentliche Schwierigkeiten im physikalischen Teil der akademischen Ausbildung in
den Ingenieurwissenschaften sind die folgenden: Einmal fehlt gréftenteils der mathematische
Vorlauf. Das bedeutet, dass in der Regel auf Kenntnisse der Theorie der Differentialgleichungen
verzichtet werden muss. Dadurch kann die Herleitung der physikalischen Gesetze aus
den experimentellen Befunden nicht exakt vorgenommen werden. Zum anderen muss beachtet
werden, dass aulRerhalb der Mathematik, und damit in der Physik und erst recht in
den Ingenieurwissenschaften mit ihren endlichen Grundstrukturen, Uberhaupt keine Grenzwerte
gebildet werden kénnen. Das hat zur Folge, dass in der Physik beim konkreten Berechnen
einer Ableitung der Differentialquotient ndherungsweise durch den Quotienten unendlich
kleiner Grof3en zu ersetzenist. Diese Grof3en sind sehr wohl endlich, aber physikalisch hinreichend

Klein.

EINLEITUNG

In der Ingenieurausbildung kann man die Beziehungen
zwischen Mathematik und Physik, d.h. vor allem
die Anwendung mathematischer Methoden in
der Physik und die Benutzung physikalischer
Beispiele in der Mathematik, sowohl in der
Physik- wie auch in der Mathematikausbildung
darlegen.

Gegen die erste Variante spricht die Tatsache, dass
beide Disziplinen schon am Anfang des Studiums
beginnen und dass deshalb in der Physikausbildung
nicht auf gesicherten Mathematikkenntnissen
aufgebaut werden kann.

Deshalb ist grundsétzlich anzustreben, dass die
Physikausbildung moglichst erst nach der
Mathematikausbildung beginnt. Und deshalb werden
hier die Beziehungen zwischen beiden Disziplinen so
geschildert, wie sie in der Mathematikausbildung
realisiert werden kénnen; und zwar anhand von
Ublichen Beispielen aus einer solchen Mathematik-
vorlesung.

Wir wollen uns dabei auf die Probleme aus der
Analysis beschranken und beginnen mit der
vieldiskutierten Frage der physikalisch unendlich
kleinen Gro6iRen.
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ABLEITUNG UND DIFFERENTIAL -
QUOTIENT

Zur Vorbereitung der folgenden Abschnitte wird hier
zunachst die tbliche Definition der Ableitung als
Grenzwert angegeben, der lineare Anteil des Funktions-
zuwachses gekennzeichnet und schlieldlich die
Ableitung als Quotient von Differentia en beschrieben.

AbleitungalsGrenzwert

Gegeben sei eine Funktion f: x - f (x). Man
betrachte sie an einer festen Stelle x. Mit einer
weiteren Veranderlichen h bilde man die Funktion
g.-h - g(h) mit

_ f(x+h)-f(x)

g(h) ="

und bilde
lima(h)
h-0

Existiert dieser Grenzwert, so nennt man ihn
Ableitung von f an der Stelle x (Abbildung 1):

f(x+h)-f(x)

f'(x):=li ™

lim
h-0
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Abbildung 1.

Eine andere Sprechweise ist

, d
f'(x) = d_i (gesprochen: dy nach dx).

Linearer Antell desFunktionszuwachses

Weiterhin sei x fest und h verénderlich. Dann bedeutet
der Grenzwert f “(X):

Fir jedesh gibt esein ¢, das zusammen mit h gegen
Null strebt, mit

f(x+h)-f(x) _ () +e
h

oder
f(x+h)y=f(x)+ f'(x)th+¢h
Dabei ist also
f(x)+ f'(x)h
der lineare Anteil von f(x + h) bezlglich der

Veranderlichen h. Geometrisch bedeutet dies das
Ersetzen der Kurve durch die Tangente (Abbildung 1).

Ableitung alsQuotient von Differentialen

Man setze dx: = h sowie
dy :=h¥'(x) = f'(x) [dx

und nenne dx und dy Differentiale. Bildet man den
Quotienten von dy und dx, so erhdlt man

dy .,
o f'(X) (gesprochen: dy durch dx),
also den Differentialquotienten der endlichen

GroRen dy und dx (Abbildung 1).

ANWENDUNG MATHEMATISCHER
BEGRIFFE IN DEN NATUR- UND
INGENIEURWISSENSCHAFTEN

Exakte Grol3en in der Mathematik,
Naher ungsgr 63en in den Natur wissenschaften

Zunéchst muss bemerkt werden, dass exakte Grofien,
wie man sie in der Mathematik kennt, in der Physik
nicht auftreten, sondern nur Naherungsgrofien. Durch
Experimente nicht entscheidbar und damit ohne
physikalischen Snn sind zum Beispiel die Fragen,
ob ein Stab dieLangeein Meter, ein Korper dieMasse
ein Kilogramm oder eine Zeitspanne die Dauer von
einer Sekunde hat. Ebenfalls durch Experimente nicht
entscheidbar und deshalb ohne physikalischen Snn
ist die Frage, ob die L&nge eines Stabes rational oder
irrational ist. Bei der prinzipiell erfolglos bleibenden
Verfolgung dieses Problems wird jedoch der
Naherungscharakter jeder Teillésung besonders
deutlich. Von grof3er Bedeutung ist weiterhin, dassin
der Physik grundsétzlich keine Grenzwerte gebildet
werden kdnnen. Es miissen dabei némlich unendliche
Mengen benutzt werden, in der Physik sind aber nur
endliche Strukturen vorhanden:

So wird nach der vorwiegend akzeptierten
Urknalltheorie geschétzt, dass das endliche Weltall
ungefahr 10%° Protonen enthélt. Der endlichen Anzahl
von Elementarteilchen entspricht ein endlicher
Energievorrat, der wiederum in endlich viele Teile
zerfélt. Denn PLANCK zeigte 1900, dasskein stetiger
Energiefluss existiert, sondern die Energie nur in
Quanten mit dem Wirkungsguantum

h=6,626[10"*[J 3

abgegeben wird. Daraus resultiert, dass auch eine
kleinste PLANCK-Lange

1
(h[GE?®)2=10%m
und eine PLANCK-Zeit

1
(h[GE™)2=10%s
existieren, wobei G die Gravitationskonstante und ¢
die Lichtgeschwindigkeit bedeutet [2]. Auch Felder

treten nur quantenhaft auf, wie zum Beispiel das
Gravitationsfeld in Form von Gravitonen.

Idealisierungen

Um nun Uberhaupt quantitative Naturwissenschaft
betreiben zu konnen, werden sogenannte
| dealisierungen vorgenommen. |dealisierung bedeutet
in diesem Zusammenhang, dass die Wirklichkeit als
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so abgeandert betrachtet wird, dass einmal die
analytischen Ausdruicke zur Formulierung der Gesetze
madglichst einfach und zwar moglichst linear werden.
Zum anderen aber heildt das, dass gewisse reale
Strukturen, und zwar insbesondere Raum und Zeit,
a s stetig und damit unendlich angenommen werden.
FiUr die Ableitung in der Form als Quotient von
Differentialen bedeutet das, dass man Differential-
quotienten durch Differenzenguotienten ersetzt und
umgekehrt.

Die Differenz

f(x+dx)-f(x)
wird durch den linearen Anteil
dy = f'(x) [dix
ersetzt, wenn dx klein genug ist. Die Grofzen dx und
dy werden oft physikalisch unendlich kleine
GrolRen genannt. Es sind aber durchaus von Null
verschiedene Grofien.

Klein genug bedeutet, dass siein dem betrachteten
realen Zusammenhang klein genug sind, also zum
Beispiel kleiner as der Bruchteil einer Wellenlénge,
der Abstand zweier Elektronen im Atom, als die
PLANCK-Léange oder die PLANCK-Zeit [1].

ANWENDUNGEN IN DER
INTEGRALRECHNUNG

Zunéchst soll auf dievorzunehmenden Idealisierungen
bei der Berechnung von Massenmittel punkten
physikalischer Korper hingewiesen werden.

GULDIN-sche Regeln

Um den Massenmittelpunkt S einer ebenen Flache
mit dem Flacheninhalt der Mal3zahl A zu bestimmen,
denkt man sich die Flache alsdiinne Scheibe der Dicke
Null, die homogen mit einer Substanz der Masse m
und der Dichte p belegt ist, so dass aso

m=p[A
fir die Masse dieser diinnen Scheibe gilt. Gilt fur die
Maf3zahl des Flécheninhaltes

b
A= [ f(x)dx
J
s0 kann fur die Koordinaten von S

1° 1°
Xijxif(X)dx und ys=2—Aj[f(X)]2dx

gezeigt werden. Zusammen mit dem Volumen

\Y =n[}[f(x)]2dx

Y

L%gc

Abbildung 2.

des zugehdrigen Rotationskorpers erkennt man die 1.
GULDIN-sche Regel (Abbildung 2).
V =2y LA

Um analog den Massenmittelpunkt T eines
Bogenstiicks der Langenmaldzahl s zu bestimmen,
denkt man sich das Bogenstiick als diinnen Draht
wieder homogen mit einer Substanz der Masse mund
der Dichte p belegt, so dass also m=p[$ fir die
Masse dieses diinnen Drahtes gilt.

Fir das Bogenstiick gilt

s:}w/1+[f '(x)] dx

und eskonnen fur die Koordinaten des Punktes T, der
in der Regel nicht auf dem Bogenstiick liegt, mit

t(X) =1+ [ f (0]
dieFormeln

b

1° 1
X =g£x[ﬂ(x)dx und  Yr =g‘! f (x) [(x)dx
gezeigt werden (Abbildung 3).

J

Abbildung 3.
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Zusammen mit der Mal3zahl
b
M = 27TEI f (x) [(x)dx

der Mantelflache des zugehérigen Rotations-
korpers erkennt man nunmehr die 2. GULDIN-sche
Regel.

M =2y, [$.
Arbeait

Ein anderer Aspekt, wasdie systematische Darstellung
physikalischer Tatsachen betrifft, soll am Begriff der
Arbeit gezeigt werden.

Eine Kraft F wirke auf einen Korper langs eines
Weges S: Man betrachte den Fall, dass beide
Vektoren parallel verlaufen. In der Regel wird der
Betrag der Kraft vom Betrag des Weges abhangig
sin:

F:s- F(s)
Man definiere

S,
wW :=IF(s)ds

fur die von s bis's, geleistete Arbeit (Abbildung 4)
und betrachte folgende Spezialfélle.

F

Abbildung 4.

Beschleunigungsarbeit

Nach dem 2. NEWTON-schen Axiom gilt
F(s) = m[&(s)
wobei die Masse m des bewegten Korpers fir

gegenuber der Lichtgeschwindigkeit kleine
Geschwindigkeiten v konstant ist. Wegen

ams:%wmt =v[dlv

gt

S, V, 2 2
v,
W, =m[Tads=m vdv:mEi—LE

Die Herleitung benutzt den formalen Umgang mit
Differentialen und ist ein schdnes Beispiel flr die
Anderung der Integrationsgrenzen bei Wechsel der
Integrationsvariablen.

Elastische Verformungsarbeit

Zur formal gleichen Formel flhrt die Arbeit, die bei
der elastischen Verformung, zum Beispiel einer Feder,
auftritt. Nach dem HOOKE-schen Gesetz gilt

F(s)=DI[s,

wobei die Federkonstante D im sogenannten
Elastizitatsbereich der Feder konstant und
F infolgedessen einelineare Funktionist (Abbildung
5).

7, :
".”_‘

Abbildung 5.

Fur diesen Bereich, der nur naherungsweise
exigtiert, gilt also

S 2 2
WE=Dqsds=DE%—Sl—E
) 2 2

Arbeit im Gravitationsfeld

Ein Kdrper der Masse msoll in einem Gravitationsfeld
eines kugelférmigen Korpers der Masse M bewegt
werden. Nach dem NEWTON-schen Gravitations-
gesetz gilt

F(s)=G jn—s[f‘/l

mit der Gravitationskonstanten G (Abbildung 6).
Fur die, Gbrigensvom Wege unabhangige, geleistete
Arbeit gilt
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Abbildung 6.

Sz
W, =G M qd—f=Gmnw%—iE
%S S

Soll der Korper ganz aus dem Feld entfernt werden,
sofolgt fir s, — oo sofort

WG:GHT]EIM
s

was el ne schdne Anwendung uneigentlicher Integrale
darstellt.

Arbeit eines Gases
Schliefdlich soll dieisotherme Ausdehnungsarbeit W,
einesrealen Gases mit den Zustandsgrof3en Druck p

und Volumen V bei konstanter Temperatur T betrachtet
werden (Abbildung 7). Esgilt hier

Vo
W, = [ pV)av
Vi

Aus der VAN-DER-WAALS-schen Zustands-
gleichung

a —
§p+W§j\/—b)—RD

mit den Konstanten a, b und Rfolgt

v, A
Wa = [ p)av :J%'%%’V

W, =RT Y224 amgt -1
Vl_b » Vi

oder

PV T dv
Abbildung 7.
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Beispielhaft wird in den folgenden ersten beiden
Abschnitten zunéchst der experimentelle Befund
dargestellt, anschlielend der mathematische
Sachverhalt als Anfangswertproblem einer
Differentialgleichung 1. Ordnung beschrieben und
schliefdich die Losung des Problemsals physikalisches
Gesetz formuliert. Im dritten Abschnitt wird die
Schwingungsgleichung in Mechanik und Elektrik
diskutiert.

Radioaktiver Zerfall

Seim:t - m(t) die Massefunktion einesradioaktiven
Materials der Masse m(t) zur Zeit t sowie

ey . dm(t)

m(t) == —
die so genannte Zerfallsgeschwindigkeit. Da nur
endlich viele Atome vorliegen konnen, stellt diese
Formulierung bereitseine erhebliche ldealisierung dar.
Experimentell wird ermittelt, dass

m(t) = A [n(t)

Das bedeutet, dass die Zerfallsgeschwindigkeit zur
Zeit t proportional ist zur vorhandenen Masse zu
derselben Zeit t. Der Proportionalitétsfaktor A >0
die Zerfallskonstante, ist materialabhangig. Das
Minuszeichen zeigt an, dass die Masse abnimmt. Ist
m, die Anfangsmasse zum Zeitpunkt t = 0, so hat
man die homogene lineare Differentialgleichung 1.
Ordnung

m(t) + A 0n(t) =0

mit dem Anfangswert m(0) = m, zu betrachten. lhre
allgemeine Losung lautet

m(t) = C &™"".
m(0) = m, liefert C=m,, sodassdie partikulare L dsung
m(t) = m, &"

das radioaktive Zerfallsgesetz darstellt (Abbildung 8).
Ist zur Halbwertszeit T die Hélfte des Materials
zerfalen, giltalso
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Abbildung 8.

m, _ AT

—=m, [&

5 m
sofolgt

r=ln2
A

Das Wegfallen von m, in dieser Rechnung zeigt
an, dass T nur vom Material und nicht von der
Ausgangsmasse abhangt. Obwohl das Zerfall sgesetz
den Ablauf des Zerfallsvollstandig beschreibt, bleibt
die Art desZerfallsfir die normale Anschauung vollig
unerklérlich. Das wird nicht dadurch gebessert, dass
man von einem Gesetz von statistischem Charakter
spricht. Einewichtige Aufgabeist es, den Studierenden
die Grenzen unserer Anschauung aufzuzeigen. Dies
geschieht hier im atomaren Bereich.

Freier Fall mit Luftwiderstand

Sei F die auf einen in Luft fallenden Korper der
Masse m wirkende Gesamtkraft. Dann gilt

&

/1))

Abbildung 9.

E=F+E,,
wobei F, die Schwerkraft und F, die von der Fall-
geschwindigkeit y abhangige Lufttreibungskraft

darstellt (Abbildung 9).
AuRerdem gilt nach dem 2. NEWTON-schen

Axiom
E=md¥
dt

Gesucht ist der Betrag v(t) von vy zur Zeit t. Als
experimentelle Befunde ergeben sich

F,=mly und F,=k0I’

wobei ¢ die Fallbeschleunigung und k der Luft-
treibungskoeffizient ist. Daraus ergibt sich

mB(;—\t/:mEg—kEVZ,

da die beiden Kréfte entgegensetzten Richtungssinn
haben. Hier hat man also die nichtlineare
Differentialgleichung 1.0rdnung

dv _ Kk 32

a9 m
zu l6sen mit dem Anfangswert v(0) = 0, falls die
Fallbewegung aus der Ruhe heraus erfolgt. Dies
geschieht durch Trennung der Veranderlichen:

g & g
91— K
mLg

Daraus ergibt sich als allgemeine L 6sung

v(t) = ,/@ EﬂanhE/%(HC)E

wobei v(0) = 0 sofort C = 0 ergibt. Die partikuldre
LGsung

Vv

N
=3
!
t
|
|
r
|
|
|

Abbildung 10.
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v(t) = .| ™ gann 9K 3
k m

liefert also das gesuchte Geschwindigkeitsgesetz.

Fir t - cerhdlt man die sogenannte
Endgeschwindigkeit v ,die am Fallschirmsprung
illustriert werden kann (Abbildung 10).

Wegen
|imtanhE/ﬂ [ﬂEzl
too m
folgt
_i _ |mig
Ve =limv(t) =, /= =
Schwingungsgleichung

Als Anwendung der Differential gleichungen héherer
Ordnung ist fur den Ingenieur die Schwingungs-
gleichung von besonderer Bedeutung. Zunéchst sollen
die Analogien der mechanischen und elektrischen
Gleichung hervorgehoben werden:

Im mechanischen Falle gilt nédmlich zum Beispiel
fur eine Feder (Abbildung 11)

mX+bX+dX=F,

wobei b der durch die Geschwindigkeit bedingte
Reibungsfaktor, d die Federkonstante, F = F(t) der
von der Zeit abhéngige Betrag der am Korper der
Masse m angreifenden Kraft F und x = x(t) seine
Auslenkung sein sollen.

[0

g

—+

—>

X

1 @"
1

Abbildung 11.

Verschiedene Realisierungen schwingender
mechanischer Systeme durch Federn, Pendel,
biegsame Stabe und Platten sowie durch FlUssigkeits-
korper sollten benannt werden.

Analog zur eben genannten Gleichung gilt im
elektrischen Falle

L['ﬂ'+R[ﬂ'+£[ﬂ:ua
C

— |
o R e C
’f [
Ly
Abbildung 12.

wobel L die Induktivitat der Spule, R der OHM-sche
Widerstand, C die Kapazitat des Kondensators,
u, = u(t) die von auflen angelegte Spannung sowie
i =i(t) die Sromstarke in einem Schwingkreis sein
sollen (Abbildung 12).

Fur die Eigenkreisfrequenz w, des Systems gilt
dann

w, 2 = E bZW . 2 =
0 . 0 L [(D
sowie fur den Dampfungsfaktor
b R
0=— 0=—
om bzw. oL

Ist 0 =w, so spricht man vom aperiodischen

Grenzfall. Ausin 3.1 dargel egten Griinden kann dieser
physikalisch nicht eintreten.

Stattdessen hat man fir O <w, den
Schwingungsfall der gedampften Schwingung
(Abbildung 13) mit der Kreisfrequenz

W, =W, —&?

und fir o > w, den Kriechfall, bei dem wegen zu
grof3er Reibung das System nicht mehr schwingen
kann (Abbildung 14).

Ist die Differentialgleichung homogen, spricht man
von einer freien, ist sie inhomogen von einer

erzwungenen Schwingung. Gilt dann im
mechani schen Fall
F(t) = F, $in(ct)
~_ z

N

Abbildung 13.
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AN Far
0=0 oder w =w,,
also bei fehlender Reibung, tritt die sogenannte

Resonanzkatastropheein (Abbildung 16), diereizvolle
ingenieurtechnische Anwendungen gestattet.

= A
Abbildung 14.

Losung der Differentialgleichung zum Beispiel die
Form

X, = ABin(w-¢)

I
|
|
I
|
mit der Erregerkreisfrequenz w, so hat eine partikulére |
|
|
i
|
mit der Amplitude A und der Phasenver schiebung :

@. A und ¢ sind beide von » abhangig. Fur die s s o
Amplitude (Abbildung 15) erhalt man die Resonanz- Wr= o
funktion
A w - Alw) mit Abbildung 16.
Alw) = Fo REFERENZEN

2_ 2 2,2
mE[/(wo w )2+46 w 1. Courant, R., Vorlesungen Uber Differential- und

Integralrechnung, Band 1. Berlin: Springer
Verlag (1955).
A 2. Gorelik, G., Meine antisowjetische Tatigkeit ...
Russische Physiker unter Stalin. Braunschweig:
Verlag Vieweg (1995).
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