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Lehren und Lernen soll aktuell, Anwendungsbezogen, explorativ, Praxisnah und Problemorientiert
sein, —auch und besondersin Mathematik. CORDI C-Algorithmen werten effizient die elementaren
trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen aus. Sie stellen damit einen, im Ubrigen
vernachléssigten Themen-Bereich dar, der die obigen wiinschenswerten Eigenschaften in hohem
Mal3 aufweist. Denn CORDIC-Algorithmen erlauben, eine Vielzahl von Problemen etwa der
Signalverarbeitung durch exemplarische Implementierungen zu |6sen. CORDIC-Algorithmen sind
somit in beispielhafter Weise geeignet, Mathematik, Computer-Architektur mit im weitesten Sinn
Signalverarbeitung und damit eben allgemein Grundlagen, Implementierung und Anwendung zu

verbinden.

EINFUHRUNG

Taylor-Polynome werden traditionell alsdasersteund
héufig aleinige Mittel der Wahl dargestellt, elementare
Funktionen auszuwerten. Dabei zeigen schon
einfachste, dtere Taschenrechner, dass Potenzreihen-
Entwicklung eher nicht M ethode dieser Berechnungen
sein kann. Eigenschaften von Intel x86 (Co-)
Prozessoren deuten in dieselbe Richtung.

Grund genug, sich mit CORDIC-Algorithmen zu
befassen. Diese erlauben, die elementaren trigono-
metrischen und hyperbolischen Funktionen und deren
Inverse effizient auszuwerten. Dabei werden
Uberlegung zu Konvergenz, Effizienz, Zulassigkeit,
Genauigkeit usw. notwendig.

Sollen CORDIC-Algorithmen implementiert
werden, sind eine Reihe von Entwurfsentscheidungen
zutreffen, diediverse Kriterien wie Geschwindigkeit,
Genauigkeit, Chip-Flache, Stromverbrauch oder auch
Fehler-Toleranz mehr oder weniger gut bedienen.

CORDIC-Algorithmen spielen in vielen
Anwendungen eineentscheidende Rolle, wie Beispiele
aus etwa Signalverarbeitung, generativer Computer-
Graphik oder Bildverarbeitung belegen.

Eine derartige ganzheitliche Betrachtung von
CORDIC-Algorithmen bietet die Chance, Mathematik
—und damit Theorie —, Implementierung — und damit
Computer-Architektur —und etwa Signal verarbeitung
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—und damit Anwendungen — zu verbinden.

In der Mathematik-Ausbildung liefern CORDIC-
Algorithmen vielféltige Beispiele etwafir el ementare
Funktionen, Approximation, Konvergenz, Numerik
oder Algorithmik und Komplexitét. Diese Beziige zur
M athematik-Ausbildung werden im Folgenden jeweils
durch >>>Stichwort aufgezeigt.

TRADITION

Ausgangspunkt ist die Frage, wie man effizient
beispielsweise, exp(n), sin(1/3), arctan(1/7), cosh(0.7),
sgrt(e) usw. usf. berechnet. >>> elementare Funktionen.

Die vermutlich typische, Ubliche wie gangige
Antwort lautet:

*  Per Polynom-Approximation (Potenz-, Taylor-
Reihe) >>> polynomiale Approximation;

Per ook up table mit etwalinearer Interpolation,
was immerhin das Prinzip trading space for time
klassischillustriert. >>> ook up table >>> lineare

Interpolation.

Selbstversténdlich gibt es weitere Verfahren wie
etwa

Das Newton (-Raphson) — nattrlich nur far
Funktionen &hnlich dem Beispiel sgrt(e) >>>
Newton-Raphson Verfahren;
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» Die Fourier-Approximation (Fourier-Reihe) —
natdrlich nur fir periodische Funktionen >>>
Fourier-Approximation.

BEISPIELE FUR DIESE TRADITION IN
DERLITERATUR

Einige bei spiel hafte Zitate aus gangigen, einschl&gigen
L ehrblichern untermauern diese traditionelle Praxis:

* Hartmann: Der Taschenrechner macht nichts
anderes, als die ersten Glieder von
1+x+x?/2!1+ .. +X"nl+ ... auszuwerten [1];

* Papula: Naherungsweise Berechnung von
Funktionswerten ... [2];

»  Stingl: Per Taylor-Polynom kann man den Wert
beliebiger Funktionen n&herungsweise, nur
mit Hilfe der Grundrechnungsarten berechnen
[3];

» Stocker: Unter der Verwendung von
Potenzreihen kann die Berechnung von
Funktionswerten auf einfache Weise erfolgen
. [4];

»  Brauch, Dreyer und Haacke, Reihen von Zahlen
werden i.A. dazu benutzt, Funktionswerte von
transzendenten Funktionen zu berechnen. Zur
Berechnung des Sinus eines Winkels mit dem
Taschenrechner ... [5];

»  Burg, Haf und Wille: Durch Partialsummen der
Potenzreihen sind Polynome gegeben, die die
Funktionen mehr oder weniger gut appro-
ximieren und daher zur numerischen
Berechnung herangezogen werden konnen. Es
folgt immerhin der Verweis auf Bernstein-
Polynome, Tschebyscheff-Polynome und B-
Spline-Approximation [6].

Alle Autoren behandel n selbstversténdlich Potenz-
und Fourier-Reihen, jedoch behandelt keiner der
genannten Autoren CORDIC-Algorithmen. Dabel sind
diese alles andere al's unwichtig.

BEDEUTUNG DER FRAGESTELLUNG

Sicherlichfallen einem jeden mannigfache Situationen
ein, in denen die Auswertung elementarer Funktionen
unverzichtbar ist.

e sin(x) und cos(x) beispielsweise fir Rotationen
der generativen Computer Graphik, Roboter-
Steuerung, Sinus-Generatoren, Fourier-
Transformation und ihre mannigfachen
Abkdmmlingeusw;

« arctan(x) beispielsweise fur Uberfiihrung

Cartesischer Koordinaten in Polar-K oordinaten
usw;

o sOrt(x) beispielsweisefir Absténde von Punkten,
flr das Normieren von Vektoren usw;

* exp(x) beispielsweise fur Wachstums- oder
Abkling-Vorgange, fur Normalverteilung,
Ausfallwahrscheinlichkeiten nicht alternder
Bauteile, usw.

TAYLOR-APPROXIMATION KANN'S
NICHT SEIN!

Einige Indizien, besonders etwa bei Verwendung
lei stungsschwacher Taschenrechner, lassen vermuten,
dass die Taylor-Approximation vielen Anwendungen
gerade nicht zugrunde liegen kann.

» Vermittels Taylor-Approximation dauert die
Auswertung beispielsweise des Logarithmus
wesentlich langer als die Auswertung der
Exponential-Funktion. >>> Konvergenz-
Geschwindigkeit;

» Die Konvergenz-Geschwindigkeit der Taylor-
Approximation hangt stark vom Argument ab!
>>> K onvergenz-Geschwindigkeit.

Weitere Indizien liefern die Prozessoren der Intel
x86-Familie.

Seit 1980 implementiert der 8087, der
mathematische Coprozessor des 8086, in Hardware
eine Reihe von Konstanten, trigonometrischen
und logarithmischen Funktionen, die zusammen
mit ihrer Ausfihrungszeit (cycles) [7-9] fur alle
Mitglieder der x86-Prozessor-Familie aufgelistet seien
(Tabelle 1).

FPATAN und FPTAN sind im Intel-Jargon
sogenannte partielle Funktionen: FPATAN berechnet
arctan fur den Quotienten zweier Argumente und
FPTAN berechnet zugleich sin und cos. Das Ergebnis
tan liefert erst eine zusétzliche Division.

Seit 1985 sind im 80386 und seinen Nachfolgern
als zuséatzliche Funktionen sin und cos explizit
implementiert (Tabelle 2) [7-9].

Diesbestétigt dielntel-Aussagezu FSINCOS: This
instruction is faster than executing the FSIN and
FCOS instructions in succession [10].

Die Indizien sind erdriickend: simple Taylor-
Approximation allein kann diesen |mplementierungen
nicht zugrunde liegen! (Story et al zeigt, wie die
Entwicklung extrem leistungsféhiger Gleitkomma-
Einheiten die Implementierungen der elementaren
Funktionen in aktuellen Intel-Prozessoren der x86-
Familie beeinflusst hat und wie kompliziert die
Berechnung tatsachlich ist! [11]).
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Tabelle 1: Funktion und Instruktion.

Funktion Instruktion | 8087 80287 | 80387 | 80486 | 80586
Arctan FPATAN 250-800 | 250-800 | 314-487 | 218-303 | 17-173
Tan FPTAN 30-540 | 30-540 | 191-497 | 200-273 | 17-173
srt(x) FSQRT 180-186 | 180-186 | 122-129 | 83-87 70
y*log_2(x) FYL2X 900-1100 | 900-1100 | 120-538 | 196-329 | 22-111
y*log 2(x+1) | FYL2XP1 | 700-1100 | 700-1100 | 257-547 | 171-326 | 22-103

Note: FPATAN: arg=Y/X mit8087/80287:0 = Y <X < ¢.

FPTAN: O = arg = n/4 auf 8087/287, berechnet Y =sin(arg) und X=cos(arg). Zusétzliche Division
liefert das Ergebnis Y/X. 80387: falls |arg[>n/4 bis zu 76 zusétzliche cycles, 80487: falls |arg|> n/4

zusétzlich arg/(n/4) cycles.

Tabelle 2: Funktionen sin und cosexplizit implementiert.

Funktion Instruktion 8087 80287 80387 80486 80586
cos FCOS 123-772 | 257-354 18-124
Sin FSIN 122-771 | 257-354 16-126
sinund cos | FSINCOS 194-809 | 292-365 17-137

Note: FCOS, FSIN, FSINCOS: 80387: falls |arg|>n/4 bis zu 76 zusétzliche cycles, 80487: falls |arg|>n/4

zusétzlich arg/(n/4) cycles.

TAYLOR-APPROXIMATIONVERSUS
CORDIC

Die Unterschiede von Taylor-Approximation und
CORDIC-Algorithmen seien am Beispiel der
Berechnung von cos(1.45) illustriert (Fehler aufgrund
Rundung des Argumentes werden hier nicht
betrachtet):

e Taylor: Approximiere cos(x) durch
1-x2/21+x4HA-+.. .+ (-1) " x*/((2n)!). Die Reihe
wird eben durch das Taylor-Polynom fir festes
Argument approximiert. Fehler entstehen aufgrund
des Abbrechens der Taylor-Reihe, und der
Arithmetik bel der Auswertung des Taylor-Polynoms.

* CORDIC Volder entdeckte 1959 (!) den
COordinate Rotation Dlgital Computer,
CORDIC, der trigonometrische Funktionen
auswertet und den Walther 1971 zur Auswertung
beliebiger elementarer Funktionen verallge-
meinerte [12][13]. Approximation des Funktions-
wertes durch Approximation des Argumentes.
Unterstellt, dass die transzendente Funktion
cos(x) fur bestimmte Argumente korrekt
berechnet werden kann, entstehen so Fehler
aufgrund dieser Approximation des Argumentes
und der Arithmetik bei der Auswertung von

cos(x).

Abbildung 1 zeigt den Unterschied der Berechnung
von cos(1.45), auf der einen Seite per Taylor-Approxi-
mation und auf der anderen Seite per CORDIC-
Algorithmus.

1 Berechne etwa cos 145

Taylor 5~ . I:—II:..I':I

™
Fooos 145 \\k

+ t } — = T
T 1 L]

Abbildung 1: Unterschied der Berechnung von
c0s(1.45): Taylor-Approximation und CORDIC-
Algorithmus.

CORDIC

CORDIC-Algorithmen berechnen etwa die
trigonometrischen Funktionen sin(x) oder cos(x)
gemeinsam (Wie fangen Mathematiker einen
Loéwen? Se fangen zwei und lassen einen wieder
laufen!).

In komplexer Schreibweise gilt: cos ¢+j sin ¢ =
exp(j ) = exp(j ¢,.,) exp(j 9,,)-.-exp(j 9,) exp(j ¢,)
falls ¢ = ¢ _,+¢_,*...70 0.
oder eben vektoriell geschrieben — wobei hier ¢ =0

gesetzt sei
—sing 1
COS ) (H)

COs .7'} _ CoOs 7'}
sing sin g
_ COS @1 —sing, 1 _ frosen —sin gy 1
S, 1 Cos@, 1 singy  cosgy 0
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Noch ist nichts gewonnen, auf3er dass die
Auswertung von cos(e) und sin(e) auf eine Rotation
oder mehrere Rotationen zurtickgefuhrt wurde.

CORDIC-ROTATIONEN

Cos @ = cosy;  —sine 1
(hill;) - H (hi]l:}; cos ;T) ((])
B ”l—[ - ( 1 — tan ;J,) (l)
s T \tanp; 1 0
(anlmH ) ﬁ ( 1 —fu.n;,) (l)
=0 T L\ tan o, 1 0

- O

Wahit man nun |o,|=arctan(2"), dann besteht eine
CORDIC-Rotation

1 Frang;\ [x) L oF2 0 (2 [eF2 iy
=+ tan ¢; 1 y)  \x£27 1 y) \2 7wty

aus zwei SHIFTs und zwei ADDs. CORDIC-
Rotationen sind also mit minimalem (hardware-)
Aufwand durchzufthren.

CORDIC-Rotationen beinhalten allerdings eine
implizite Skalierung, die durch Multiplikation mit
geeigneten Faktoren ausgeglichen werden muss,
namlich bei Prd- oder Post-Skalierung per
Multiplikation mit

n—1 n—1

. 1 1
=1 osarctan?2 = i — &~ —— =~ (.60725:
K NIEIL | | cos arctan J‘lgli | | Jiro 101670 607253

i=0 i=0

>>>Norm-erhaltende Transformation

CORDIC-ALGORITHMUS(ROTATION
FORWARD)

CORDIC-Algorithmen operieren auf Tripeln (x,.y,,z)

(.f’,Jr‘ 7( 1 :F27“ ‘.4';)7 ‘.r;?FQf"_f’,',) 4.1‘,,)7 ‘l
Wit B 1 Vi, B 27[.1‘,:‘:_@‘,’ mit \ Yo, —\o

0 — zip1 = 24

— g sgn(z;) mit a; = arctan27° Zo =

Wie beispielsweise sin 30° bzw. cos 30°
approximiert wird, zeigt in Abbildung 2.

Numerische Experimente mit CORDIC-
Algorithmen erlaubt im Ubrigen auch das interaktive
Dokument [14]. Hier operiert der CORDIC im so
genannten circuldren Modus und zwar in der Richtung
rotation oder forward, vgl. [15].

CORDIC-KONVERGENZ UND -
KONVERGENZ-BEREICH

Konvergenz der CORDIC-Algorithmen garantiert der
folgende Satz:
Gegeben a, = o, >0 mit o, = o +ta,,,

...z
— b n
+a,,,+...+o farale0= k = n. Gegebeneinredlesr

45

325
7
-~ 2802

T

L

Abbildung 2: Wie sin 30° bzw. cos 30° approximiert
wird.

mit || = a, to,+...+ a.
Definiere induktiv z,, = z + o, sgn(r-z) mit z =0.
Danngilt:

n
[r =z <o, + Z a; firalle 0 < & < pound speziell |r —z,] < a,
—k

Falls v, — 0 dann z,, — »

Bewels durch Fallunterscheidung s. z.B. [14].
Folgerung: Gesicherte Konvergenz fir aler mit

n O

\r|’;"§ oy mit  «; = arctan2™"  und Zn,-ﬂ:l.?-l?}

=0 =0

CORDIC-SCALING

Falls der Skalierungsfaktor K in sign-digit-
representation K=« 20+ 1, 2" +...+ k 2" mit ;= 1
gegeben ist, so lasst sich auch die Skalierung
nur mit SHIFTs und ADDs durchfihren. Darlber
hinaus gibt es aternative Herangehensweisen, vgl.
z.B. [16].

CORDIC-VECTORING (VECTORING,
BACKWARD)

Der CORDIC-Algorithmus operiert im so genannten
circuldren Modus auch in der entgegen gesetzten
Richtung vectoring oder backward, vgl. [15].

Um ¢ = arcsin(arg) oder arccos(arg) =
n/2-arcsin(arg) zu berechnen, wird der Einheitsvektor
e rotiert, bis die y-Koordinate des gedrehten Vektors
mit arg Ubereinstimmt: y. —s arg (Abbildung 3).

Tapr) 1 ) ;?_E Ty ‘f‘zq:j_i."f}. Loy 1
Yit1 +2-° 1 Ui 270 oy mit e 0

P zip1 =z Hog sgnlarg —iy ) mit o =arctan2—’ 2o =10
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Abbildung 3: Einheitsvektor e rotiert.
KOORDINATION-TRANSFORMATIONEN

Offensichtlich lassen sich mit CORDIC-Algorithmen
im circuléren Modus Polar- in Cartesische K oordinaten
und umgekehrt umrechnen.

rotating (1) — (r,y) = r{cos o, sing)
vectoring  berechne o = arctan £ o (x,y) — (r,0) = (Vo +47,0)
HYPERBOLIC CORDIC

Die enge Beziehung zwischen den trigonometrischen
und den hyperbolischen Funktionen legt den
hyperbolischen Modus des CORDIC nahe.
>>>hyperbolische Additionstheoreme

cos(x +y) = coswcosy — sinasiny sin(x 4+ y) = sinacosy + siny cos r
[ cosh(ja) = cosu sinh(j ) = j sinw [

cosh(r + y) = coshrcosh y + sinh 2 sinh y sinhix + y) = sinh » cosh y + sinh y cosh x

Der hyperbolic CORDIC berechnet also

sinh, cosh und so tanh, coth und exp = sinh 4 cosh

arsinh, arcosh, artanh mnd auch Ina = 2artanh :;t

per rotating
per vectoring

LINEAR CORDIC

Der CORDIC-Algorithmus im sogenannten linearen
Modus multipliziert (rotating) oder dividiert
(vectoring)! Wenn auch diese Implementierung den
Standard-Implementierungen fur Multiplizierer oder
Dividierer nicht ebenblirtig ist, bietet sie doch den
Vorteil, dass ein vorhandener CORDIC fast ohne
zusétzlichen hardware-Aufwand eben zugleich auch
Multiplikationen und Divisionen ausfiihren kann—eine

attraktive Variante dann, wenn man durch Einsparen
zusatzlicher funktionaler Einheiten etwa die
Verlustleitung reduzieren kann [17].

CORDIC FUNKTIONALITAT

Die Funktionalitdt von CORDIC-Implementierungen
sei hier zusammengestel|t:

mode m ‘ rotating
. P . r COos @ xTr
circular 1 || sin, cos = tan, cot, —r( 07 )=
@ sin y
linear 0 Multiplikation
hyperbolic —1 sinh, cosh = tanh, coth, exp
mode m | vectoring
. P . x r
circular 1 || arcsin, arccos, arctan, arccot = [~} —
Y I
linear 0 Division
hyperbolic —1 artanh = arsinh, arcosh, In, sqrt

Die CORDIC-Algorithmenindendrei Modi stehen
in Form von interaktiven Dokumenten [14] zum
Ausprabieren zur Verfligung.

IMPLEMENTIERUNG

Eine Implementierung ist immer im Licht bestimmter
Anwendungen und bestimmter Entwurfsziele wie

*  Geschwindigkeit,

» effiziente Speicher-Nutzung,

*  Genauigkeit[18],

» geringe Verlustleistung [19-22],
* Fehler-Toleranz [23],

zu bewerten. Beispiele fir verschiedene CORDIC-
Architekturen mogen diesillustrieren.

»  BuildingBlocks:

— [SHIFT] switches, barrel shifters;

- [ADD/SUB] ripple-carry-, carry-save-,
carry-look-ahead-, conditional sum-, limited-
size carry-look-ahead-, ... adders;

— [scaling] pre-, post-scaling;

- [Architecture] fix — float, Ssgndigit, pipeline,
processor array, systolic array.

e BasicCircuit (Abbildung 4);
*  Pipeline(Abbildung5);
e  Tree(DFT) (Abbildung 6).

Weiterentwicklungen weisen in verschiedene
Richtungen:

* Verbessertes pipelining durch schnelleres
\orzeichen (sign-digit und adder);



316 T. Risse
Xq Y,
° ,_:_{" X i1 Y it Zi4
R { ’ {
[ Xregster | | [ Yegiser | |[ Zregister | X-rogister | Yregistr | [ Z-register |
: | Hargwired 2- Shift
* k E:nstanl Hardwired
" ; ak= . i
[ shifter ] [} Shiter | Look-up Hardwired 24 Shit 11
\ ) i ¥ 3 Y ¥ ¥
| Adcer/Subtractor | [ Adder/Subtractor] | [ Adder/Subtracior] lAdderfSubtractcr] IM“”s”btrmml mdeﬁSumracmr]
i r y ¢ ¢ ¢
X Yi 2 X i Zi

Abbildung 4: Basic Circuit.

X array Y array A array
or K g

iteratian
1

lteration
2

Iteration
3

[ ] L ] [
® L J [ ]
N
(2)

cos(o sin{@)

Abbildung 5: Pipeline.

9(2“..1}&(%_2)[' O . f yETY 1 y(ﬂ}‘lkdﬂ‘fﬁ
e =l
WP —1LE) i = 2,k)
R J SO =2

1,40,k)

Abbildung 6: Tree (DFT).

*  Weniger Iterationen, d.h. schnellere Konvergenz
durch adaptives Inkrementieren;

* Verringerter Chip-Flache, z.B.
hierarchische barrel shifter;

e Verallgemeinerung durch Integration der drei
Moadi: circular, linear, hyperbolisch;

*  Flexibilitéat durch Programmierbarkeit/| SA [24];

*  Weitere Erhéhung der Geschwindigkeit durch
Parallelisierung, z.B. MM X [25] oder SSE [26].

durch

ANWENDUNGSBEISPIELE

Unter den unzahligen Anwendungen von CORDIC-
Algorithmen seien einige exemplarische aufgelistet.

* Roboter-Steuerung: (inverse) Kinematik und
Dynamik [27];
e Transformationen in der generative Computer-

Graphik, z.B. 2-D, 3-D Rotation, Normalisierung,
3D-Graphik und Animationen [28];

e gspherical vector interpolation fir Phong shading
bei Berlicksichtigung des level of detail/HV'S,
gesteuert durch die Anzahl der CORDIC-
Interationen [29];

. {)(n; 0=z n< N} — {YkzxoejZnOk/N + Xlerjzn 1 kN
+ X e+ + X e N 02 k<N }, DFT
per pipelined CORDIC, DCT, Wavelets
[16][30-32];

» Raster-Bilder in real time drehen (parallele
Rotation von 8x8 pixel-Blocken) [33];

*  Preprocessing, d.h. Normalisieren per Rotation,
Skalierung fur Handschriften-Erkennung etwa auf
PDAS [34];

*  Motion Estimation statt per block matching per
matching in DCT domain[35];

* Moation Estimation per Hough Transformation
(Strecken der polygona en K ontour in Hesse' scher
Normalform) [36], fir Video-Coding wie MPEG,
H.261, H.263 [37].

EMPFEHLUNGEN FUR DIE TECHNISCHE
INFORMATIK

Das Gesagte legt nahe, CORDIC-Algorithmen—ihrer
Bedeutung entsprechend —in

 Mathematik (Additionstheoreme, Geometrie,
Konvergenz, Algorithmik, Komplexitét, Fehler-
Analyse),

* Rechner-Strukturen/Computer-Architektur
(Festkomma- vs Gleitkomma-Arithmetik, sign-
digit-representation, Spei cher-Effizienz, pipdining,
Parallelisierung),

» generative Computer Graphik, imaging, Signal-
verarbeitung, etc,

Zu berlcksichtigen, um so Anwendungsbezogenes,
Facher-Ubergreifendes Lehren und Lernen zu stérken.
Naturgemaf sind die angestel Iten Uberlegungenin
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erster Linie einschlagig nur fur die Technische
Informatik. Andere ingenieurwissenschaftliche
Studiengénge haben sicher ihre eigenen Algorithmen,
die in exemplarischer Weise die Pole Theorie und
Praxis, Grundlagen und Anwendung verbinden.
Tendenziell schwachere Vorkenntnisse der
Studienanfanger gerade in Mathematik, tendenziell
verklrzte Studienzeiten und tendenziell weiter
modularisierte Studiengange, die integrierendes,
Fécher-Ubergreifendes, interdisziplinéares Lehren und
Lernen erschweren, stehen solchen Wunschen, diese
Pole zu verbinden, allerdings grundsétzlich entgegen.
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