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Dielntegralrechnungist ein konstanter Teil der Ingenieurmathematik, der relativ unveréndert gelehrt
wird. Eswird ein Vorschlag zu einer einheitlichen Behandlung von Anwendungen der Integralrechnung
gemacht, der Zeit spart, aber im Gegenzug mehr Aufwand an linearer Algebra erfordert.

EINLEITUNG

Die Vorlesungen zur Ingenieurmathematik sind im
Umbruch. Auf der einen Seite stehen die Diskussion
um Bachel or- und M asterabschliisseim Rahmen einer
Internationalisierung der Ausbildung [1][2]. Auf der
anderen Seite sind inhaltliche Anderungen und
Anpassungen der Vorlesungsschwerpunkte an die
praktischen und theoretischen Erfordernisse ein
standiger Prozess. Unabhéngig von der Form der
Abschltsse und den Bedingungen, die man als
Lehrender vorfindet, ist der Tendenz der umfassenden
Mathematisierung aller L ebensbereiche Rechnung zu
tragen. Der Vorgang ist objektiv und damit unabhangig
von Winschen und Meinungen, jasogar vom Handeln
des Einzelnen. Er wird durch die Entwicklung der
Informatik und die damit einhergehende Ausbreitung
des Computers beférdert.

DieArbeit von Ingenieurenist ohne Computer kaum
denkbar. Dadurch gibt es neue mathematische
Themenbereiche, die fir die Berufsvorbereitung der
Ingenieure von Bedeutung sind. Die Vorlesungen
Mathematik fir Ingenieure sind gewohnlich sehr
kompakt. Es wird sehr viel Wissen vermittelt. Die
Studierenden sind nicht selten tberfordert. Sollen neue
Themen berticksichtigt werden, braucht man mehr Zeit
oder es mussen alte Themen weichen. Welche
Themen kann man streichen? Am ehesten die, die
durch die langen Schuljahre abgedeckt sein sollten.
Ein Beispiel sind Teile der Analysis fur Funktionen
einer reellen Verénderlichen. Wie die PISA-Studien
und andere Analysen [3][4] lehren, ist das Streichen
der Themen hier und jetzt nicht ratsam. Die
Konseguenz muss eine Verlangerung der Zeiten fir
Mathematik in den Curriculasein. Ausverschiedenen
Grinden ist sie es aber nicht. Dasist gefahrlicher fr
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die Zukunft des Industriestandortes als andere oft
Uberschétzte Standortfaktoren. Trotzdem bekommt
man in der Regel nicht mehr Zeit fir die obligatorische
Vorlesung. Es ist anscheinend unbekannt oder
uninteressant, dass Hochtechnol ogie ohne Mathematik
undenkbar ist. Wer Hochtechnologie produzieren
mdchte, braucht dementsprechend ausgebildete
Ingenieure. Von der Industrie wird ein sehr grof3er
Wert auf eine fundierte mathematische Ausbildung
gelegt. Durch mehr Mathematik kénnen die
Absolventen ihre Chancen auf dem Arbeitsmarkt
verbessern. Interessanterwei se wissen die Studenten
das sehr genau. Deshalb werden freiwillige Zusatz-
kurse (vgl. [5]) von den Studenten auch dann gut
besucht, wenn siefir die Erlangung des Diplomskeine
Bedeutung haben. Indieser Arbeit wird ein dritter Weg
vorgeschlagen, der eine Steigerung des theoretischen
Niveaus und der praktischen Anwendbarkeit durch
Umgewichtung der Vorlesungsinhalte bewirken soll.
Die Stoffauswahl wird zugunsten der linearen Alge-
braverschoben. Dahinter steckt die Grundidee, mehr
lineare Algebra zu verwenden, um traditionelle
Themen auf htherem Niveau schneller und einfacher
zu behandeln [6]. Diese Idee wird nicht in allen De-
tails ausgefuihrt und ist teilweise in der Begrindung
des Erganzungskurses [5] zu finden. Am Beispiel der
Integralrechnung werden Vorteile und K onsequenzen
aufgezeigt. Die Integralrechnung wird zwar nicht
einfacher, aber esgelingt leicht, die Transformations-
formel fUr Bereichsintegral e zu begriinden. Daswurde
bisher meist nicht getanund ist ein Ziel der Arbeit[7].
Durch eine Verallgemeinerung der Transformations-
formel lassen sich bekannte Formeln fir Kurven- und
Oberflachenintegrale auf dem Vorlesungsniveau fur
Ingenieure herleiten. Das ist eine etwas unibliche
Vorgehensweise, um die I ntegrale Uber Untermannig-
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faltigkeiten zu erklaren. AufRerdem gelingt die
Ubertragung von Begriffen in den n-dimensionalen
Raum muhelos. Dadurch wird fir die Ingenieur-
mathematik ein Fortschritt erreicht, der auch ein
Vorhaben der vorliegenden Arbeit ist. Die
Darstellungen sind zwar anschaulich, aber
mathematisch teilweise naiv. Alle Ergebnisse gelten
algemeiner und lassen sich eleganter darstellen. In
einer durchschnittlichen Vorlesung zur Ingenieur-
mathematik ist das aber nicht erreichbar.

INTEGRALRECHNUNG

Der Abschnitt Integralrechnung ist fir verschiedene
Ingenieurfacher unterschiedlichin Umfang und Tiefe
des vermittelten Wissens. Einige Inhalte sind allen
gemein. Ein durchschnittlicher Kurs sieht bis auf
kleinere Anderungen wiefolgt aus.

e Dasunbestimmte Integral;

e Das bestimmte (Riemann’sche) Integral;

*  Anwendungen der Integralrechnung;

* Naherungsweise Berechnung bestimmter
Integrale;

e Uneigentlichelntegrale;

e Parameterintegrale;

e EbeneBereichsintegrale;

e RaumlicheBereichsintegrale;

*  Anwendungen mehrdimensionaler Integrale;

e Transformation von Bereichsintegral en.

Zu den Anwendungen gehdren Flachen-, Volumen-
berechnungen, Berechnungen von Bogenlangen und
Oberflachen. Sie sind mit technischen Begriffen wie
Masse und Ladung von entsprechend Korpern,
Flachen oder Kurven verbunden und in der Ausbildung
unverzichtbar. Ihre Herleitung erfolgt tber
Riemannsche Summen. Dasist nicht unproblematisch
und hinreichend kompliziert, wie die Integration tber
Oberflachen zeigt [8]. Das ist zeitaufwendig und fur
die Studierenden eher langweilig. Eshandelt sich um
Integral e ber Mannigfaltigkeiten. Wenn man tiber k-
dimensionale Mannigfaltigkeitenim n-dimensionalen
Raumintegrieren will, gibt esverschiedene Methoden,
um das zu bewerkstelligen. Die bliche Vorgehens-
wei se benutzt Untermannigfatigkeiten mit Karten und
Atlas, die entsprechenden Tangentialrdume und
Diffeomorphismen. Dieser Zugang findet implizit
Berlicksichtigung.

Einen mengentheoretischen Zugang zu Mal%en in
verschiedenen Dimensionen liefert das Hausdorff’ sche
Mald. Esist wesentlich allgemeiner verwendbar und
soll hier keine Rolle spielen.

Diegenannten Begriffe sind im engen Zeitrahmen

durchschnittlicher Vorlesungen zur Ingenieur-
mathematik nicht vermittelbar. Hier wird ein
vereinfachter Zugang vorgeschlagen, dem das
Jordan’sche Mal3 wie beim ersten genannten Zugang
zugrundeliegt.

Die Transformationsformel fir Bereichsintegrale
istim Folgenden der zentrale Punkt.

DIE TRANSFORMATIONSFORMEL

Diese Formel ist fur Studenten schwer verstandlich,
da sie meist ohne Begriindung angegeben und nur in
wichtigen Spezialféllen wie Polar-, Kugel- und
Zylinderkoordinaten verwendet wird. Aus praktischen
Griinden fiir die Darstellung werden diefolgenden Uber-
legungen nichtim [0® sondernim 0" stattfinden.

Essei G O O" ein beschranktes, abgeschlossenes
einfach zusammenhéangendes Gebiet mit hinreichend
glattem Rand.

Bemerkung 1. Es gibt fur die Existenz des
Riemann’schen Integrals sehr prézise Aussagen, die
hier genannt werden sollen. Es wird (mindestens)
gefordert, dass das Gebiet G Jordan-messbar ist. Ein
abgeschlossenes Gebiet heildt auch Bereich. Das ist
genau dann der Fall, wenn eine der Bedingungen er
fulltist:

e Es existiert eine gegen G konvergente
Uberdeckungsfolge fir G durch Elementar-
bereiche (Darboux). (Als Elementarbereiche
dienen Parallelepipeda oder noch einfacher n-
dimensionale Intervalle. Wichtig ist, dass man
ihren Inhalt einfach berechnen kann.)

e Der Rand der beschrankten Menge G ist eine
Menge vom Mal3 Null.

DieFunktionen sollen Uber G Riemann-integrierbar
sein, was fUr Jordan-mef3bare Mengen G genau dann
der Fall ist, wenn f : 0" — O auf G beschrankt und
fast Uberall stetig ist (Kriterium von Lebesgue).

FUr X = (%,Xy,....,)" O0G séi dieDichtefunktionf(x)
stetig. Dann existiert das Gebietsintegral

J’f(x)dx
G
Der Bereich B 0 O"lassesichdurch x = @(u), also

X = ®P(ug,Us,..0Up)
Xo = @y (U, Usy,...,Up,)

Xy = @, (U, Up,..0Uy,)

bijektiv auf den Bereich G 0 0" abbilden. Es wird
vorausgesetzt, dass die Funktionen ®; in B stetige
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partielle Ableitungen erster Ordnung besitzen und die
Funktional determinante

_ g P2 D
deth,(u)—detEHauj o ﬂ%

for kein u aus dem Bereich B verschwindet. Mit
anderen Worten die Jacobimatrix J, hat in jedem
Punkt u von B den vollen Rang n. In diesem Fall gilt
dieFormel

[ ))dx = [(f o @ )u)det(I, (u)|du o)
G B

mit G=&(B). Das Auftreten der Funktional-
determinante in (1) wird in den Vorlesungen oft mit
dem Auftreten der Ableitung in der Substitutionsregel
fur eindimensionale Integrale verglichen. Obwohl
Beispiele angegeben werden, bleibt sie den
Studierenden rétsel haft, da auf den Bewelis verzichtet
wird. Einen elementaren Beweis fur den Fall der
Transformation von kartesischen in krummlinige
Koordinaten findet manim Smirnow [9].

Man kann (1) &guivalent in der Form

[ £ (0dx = [(f o @ uldet(I] (W) I () du ()
G B

schreiben. Das ist eine triviale Umformung, die sich
aber fur das Weitere als fruchtbar erweist. Hier soll
fur (1) eine Erklérung gebracht werden, die fur die
Ingenieurmathematik geeignet ist. Zunachst wird auf
den Zusammenhang von Determinanten und Volumen
eingegangen und dann wird die Volumenanderung
unter linearen Transformationen betrachtet [10]. Man
kann in diesem Zusammenhang auf lineare
Transformationen in endlichdimensionalen Rdumen
eingehen, die unter anderem Anwendungen in den
Methoden der finiten Elemente (FEM) und in der
Computergraphik haben. Lineare Abbildungen sollten
in den Abschnitt zur linearen Algebra aufgenommen
werden. Eswird betont, dass die Gedankengénge eher
heuristischen und veranschaulichenden Charakter
haben und keinen exakten Beweis darstellen [11].

Viele Begriffe wie z.B. k-Bein findet man schon
bei Grassmann 1844 bzw. 1866 (vgl. Sperner [12]).
Den Zusammenhang zwischen Determinanten und
Volumen kannte schon Lagrange (1736-1813).
Kronecker (1850) und Weierstral3 (1860) brachten den
Begriff der Determinante einer linearen Transformation.
Kronecker (1870) zeigte, dass der Determinantenrang
gleichdem Rang ist.

UBERK-BEINE

Aus dem Schulunterricht Physik ist das Dreibein ein
bekannter Begriff. Es besteht aus drei linear
unabhangigen Vektoren v,,v,,v; des Anschauungs-
raumes. Ein n-Bein besteht ausn linear unabhéngigen
Vektoren v, v,,..,v, aus dem 0" , die als Spalten-
vektoren zu einer (n,n)-Matrix [K] zusammengefasst
werden.

DiekonvexeHulledesn-Beinsist ein Parallelflach
oder Parallelepiped. Ein zwei- bzw. dreidimensionales
Parallelepiped wird als Parallelogramm bzw. Spat
bezeichnet.

Bemerkung 2: Manchmal werden n-Bein, Matrix
und aufgespannter K orper identifiziert. Auch hier wird
nur die Matrix [K] gesondert durch Klammern
bezeichnet. Sieist erst nach Wahl einer Basiseindeutig
bestimmt.

Der n-dimensionale Inhalt dieses Korperswird mit
vol, (K) bezeichnet. Speziell ist vol,(K) einelLange,
vol,(K) die Flache und vol,(K) das Volumen.

Zwischen der Matrix und dem Volumen des
K&rpers gibt es einen direkten Zusammenhang, der in
der bekannten Formel

vol, (K) =| det([K])|

deutlich wird. Die Zuordnung von Matrix und Inhalt
eines Korpers wird spéter auf rechteckige Matrizen
ausgedehnt. Unter den Voraussetzungen kann das
Gebiet G durch eine Vereinigung von Elementar-
bereichen beliebig genau angendhert werden. Als
Elementarbereiche kdnnen konvexe Hillen von
n-Beinen dienen, deren Inhalt sich einfach durch die
Determinante angeben |18sst.

Bemerkung 3: Die Beschrénkung auf Jordan-
mef3bare Gebiete und den Riemann’schen Integral-
begriff stellt eine Einschrénkung dar, die sich aber fr
die praktischen Probleme nicht nachteilig auswirkt.
Eine Zerlegung von Gebieten in htheren Dimensionen
in Elementarbereicheist aber nicht unproblematisch,
wiedasBeispiel des Schwarz' schen Zylinders[8] zeigt.
Darauf kann in der Ingenieur-mathematik nicht naher
eingegangen werden.

Werden die Eigenwerte von [K] mit A;,A,,..,A,
bezeichnet, so kann man den Inhalt des Elementar-
bereiches als

Vol () = O (KTTTK) = ot (v vy i A ] A
schreiben. Die (n,n)-Matrix
G, =[KI"[K1={(%.v})

hei3t Gramsche Matrix der linear unabhangigen
Vektoren v,,v,,..,v, 00" . Sie ist symmetrisch und
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positiv definit. Beschrénkt man sich auf den 3und
Dreibeine, soist dieobige Formel fir vol;(K) das Spat-
produkt. Was passiert aber, wennman z.B.im 3 ein
Zweibein gegeben hat. Es spannt ein Parallelogramm
im Raum auf. Sein Volumen (der dreidimensionale
Inhalt) ist Null. Aber der zweidimensionale Inhalt (die
Flache) ist nicht Null. Es soll der allgemeine Fall
betrachtet werden.

Eink-Beinim nbesteht ausk linear unabhangigen
Vektoren vy, Vs,,... Vv, des . Der n-dimensionalelnhalt
vol,(K) der konvexen Hulle der Vektorenistim Falle
k<n Null. Aber den k-dimensionalen Inhalt kann man
berechnen. Dazu werden die Vektoren zu einer (n,k)-
Matrix [K] zusammengefasst. Der Rang dieser
Matrix ist k. Dann erhé@lt man

vol, (K) =y det((K]"[K])

Bezeichnen die Zahlen o0,20,>..20, >0 die
Singulérwerte von [K], ist der k-dimensionale Inhalt
der konvexen Hille K des k-Beins

vol, (K) = y/det((K]T[K]) = ,{det v,,v = |‘|a

Auch hier tritt die Gramsche Matrix vom Typ
(kK) G =IKITIKT= (% ;)

=1

der Vektoren v;,v,,..,v, 00" auf.

Beispiel: Es soll ein 2-Bein im 3 berechnet
werden. Die Flachedesdurchdie Vektoren i 2 g
und [4 5 6" aufgespannten Parallelogramms
KOD%ist

vo|2(K):\/det% % det ‘21 %H J54.

VOL UM ENANDERUNG DURCH
LINEARE TRANSFORMATION

Der Beweis der Transformationsformel fir
Bereichsintegrale beginnt mit der Analyse der von
linearen Transformationen implizierten Volumen-
anderung. Fur Vektorraume V und W bezeichnet
L(V,\W) den Vektorraum der linearen Abbildungen
T:VeW.FirV=WistL(V) =L(V,V).

Satz 1: Volumenanderung bei Linearer
Transformation

Sei TOL(O") und [T] die entsprechende (n,n)-Matrix.
Dann besteht zwischen den Inhalten vol,(B) des
Bereiches B und vol, (T(B)) des Bildes T(B) die

Gleichung vol ,(T(B)) =det([T]) vol,(B) .

Wenn T eineaffine Transformationist, gilt der Satz
unverandert. Die Formel ist auch richtig im Falle
det[T] = 0. Wenn B speziell ein Elementarbereichiist,
so ist das Volumen von B gleich dem Betrag der
Determinante der Matrix, die aus den aufspannenden
Vektoren besteht. Jede lineare Abbildung zwischen
endlichdimensionalen Vektorrdumen ist nach Wahl von
Basen der Raume eine Matrix. Die Abbildung eines
Vektors bedeutet die Multiplikation des Vektors mit
der Matrix. Hier wird die Matrix des Elementar-
bereichs mit der Abbildungsmatrix multipliziert. Der
obige Satz ist dann der Multiplikationssatz fur
Determinanten.

Wenn A A,,..,A, die Eigenwerte von [T]
bezeichnen, kann die Formel im Satz als

vol,,(T(B)) = ﬁl/\i vol,(B) = /det[T17[T]) vol,,(B)

geschrieben werden.

Fur TOLV,W)mit k =dim(V) < dim(W) = nist
der Satz 1 nicht verwendbar. Hat [T] den Rang k, so
bezeichnen o,>0,>..>0, >0 die Singularwerte
von [T]. Man erhdt analog zum Vorgehen bei
k-Beinen den

Satz 2: Volumenanderung bei Linearer
Transformation

Sei TOL(OX,0"). Dann besteht zwischen dem Inhalt
vol, (B) des Bereiches BO O und dem Inhalt
vol, (T(B)) dieGleichung

vol, (A(B)) =4/ det T]T[T] vol, (B) = ﬁaivolk(B).
i=1

Bis hier wurden Sétze der linearen Algebra benutzt.
Erst jetzt kommt etwas Analysis.

Der Beweis der Transformationsformel fir
Integrale folgt aus dem Satz 2 fiur lineare
Transformationen durch Standardschlisse. Zunéchst
wird auf den allgemeinen Fall eingegangen.

VOL UMENANDERUNG DURCH
NICHTLINEARE TRANSFORMATION

Fur dienicht notwendiger Weise lineare Abbildung des
Bereiches BOOX auf G=o(B)00" wird die
Ableitung g% von @ OCY(B) ander Stelle uOB
als lineare Abbildung aus L(O%,0") durch die
Gleichung

lim @(u+h)-@(u) - (u)h 0
h-0 h
definiert.
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Wenn so ein Operator existiert, heil3t @
differenzierbar an der Stelle u und ¢ heifdt die
Ableitung von @ im Punkt uOB. Die Ableitung ist
eindeutig bestimmt und unter den vereinbarten
Voraussetzungen an & [JC(B) ist ¢ gleich mit der
Jacobimatrix Jq,, aso @' =J,.

FUr eine injektive lineare oder affine Gebiets-
transformation ist die Transformationsmatrix selbst
gleich der Jacobimatrix. Die Spaltenvektoren der
Jacobimatrix sind die partiellen Ableitungen
D;@(u)00" von @(u). Sie sollen fir jedes uOB
linear unabhangig sein. Damit hat &'=J, den
Rang k. Der Begriff Transformation ist im Falle n=k
ublich. Fur n>k soll er beibehalten werden. Ansonsten
ist der Begriff der Parametrisierung gebrauchlich.
Wenn k=1 ist, spricht man von Kurven, fir k=2 von
Flachen und fur k=n-1 von Hyperfléchen. In den
Vorlesungen wird die Parameterdarstellung von
Funktionen behandelt [13]. Fur die Berechnung von
Integralen gentigt es, wenn eine Transformation bzw.
Parametrisierung stiickweise gegeben ist. Die
Spaltenvektoren der Jacobimatrix spannen den
Tangentialraum auf. Seine Dimension ist gleich der
Dimension der Mannigfaltigkeit.

Fir differenzierbare Variablentransformationen
wird ihre lokale Linearitdt zum Beweis der
Transformationsformel benutzt.

Bemerkung 4: An dieser Stelle sind mehrere
Schwierigkeiten versteckt, deren Kléarung grof3eren
Aufwand erfordert. In diesem Kontext geniigt die
folgende heuristische Uberlegung.

Wenn der Bereich B in hinreichend kleine
Teilbereiche B, zerlegt wird, gilt fir n =k naherungs-
weise

vol,,(@(B;)) ~| det(Jg) | vol,(B))
Darausfolgt fur ulB; und x = @(u) die Beziehung

f(x)vol, (2(B)) = f (@(u))| det(Jq(u)) | vol,(B;)

Aufsummieren Uber die Tellbereiche liefert eine
Riemannsche Summe, aus welcher im Grenzprozess
die Transformationsformel (1) folgt.

Fur n>k ist die Jacobimatrix

K
‘J<l) = E@g
Haxj H:l,j:l
nicht mehr quadratisch. Vorausgesetzt wird, dass Jg
in jedem Punkt u von B den vollen Rang k hat.

Analog zum Vorgehen im Fall n=k gilt hier wie schon
bel linearen Transformationen % — "

vol, (#(B,)) = y/det|Jq" Jg | vOI, (B)

Mit der Bezeichnung |G, (u)| = \/det(\]g,(u)\]d,(u))

gilt f(x)vol (@(B)) = f(D())|Gg ()| Vol (B,).
Daraus erhédlt man fur n>k die gewinschte
Veralgemeinerung der Transformationsformel:

[F)dx = [(f o D)u)Gyp(u)du. (I
G B

Siedient zur Integration Uber eine k-dimensionale
Mannigfaltigkeit G im n-dimensionalen Raum.

Bezeichnet man mit M, i=1,..., @% die samtlichen

k-rethigen Untermatrizen von J, und wendet man
auf die Determinante det(Jq [J,) die Formel von
Cauchy-Binet

det(Jg(X) Ip(X)) =MZ+ M2 + ..+ Mé:ﬁ

an, so geht die Transformationsformel tber in die
Gleichung

(Isf(x)dx =£(f oq))(u)\/Mf +M2+ ...Mézﬁdu.

Diesen Ausdruck findet man schon 1930 bei
Courant [14].

Wenn n=3 und k=2 ist, erhdlt man Oberflachen-
integrale, fur k=1 ergeben sich Kurvenintegrale. Der
Herleitung der folgenden Formeln kann als
Ubungsaufgabe gestellt werden.

Fur Oberflachenintegrale im 02 gilt unter
Beriicksichtigung des Vektorproduktes eine weitere
Darstellung. Die Spaltenvektoren der Jacobimatrix
sind die Vektoren der partiellen Ableitungen
D,®,D,® 1% . Sie spannen den Tangential raum auf.
Esist offenbar

|Go () = Jdet(Jg (U) I (u)) =| Dyb(u) x D,B(U) |
und damit fol gt die bekannte Formel

[ fOQdx = I(f o®)u)| D;@(u) x D,d(u) |du  (4)
G B

AufRerdem erhalt man direkt durch Ausrechnen

#D P D@D,
T — 1 1 1 2
Jo(WJa(W) =Lh 40,6 D0 D0

und daraus mit den von C.F. Gaul3 eingefuhrten
Bezeichnungen

E=D,@ D@, F =D;®D,®, G=D,d [D,d
dieGleichung

[fO)dx = [(f e @) UNEG-F? du. (5)
G B

Wenn f =1igt, ergeben sich diein den Vorlesungen
besprochenen Ausdriicke fur den Flacheninhalt von
Flachenstticken.
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Kurven im [O" besitzen einen Parameter. Die
Matrix @’= J, besteht aus einem Spaltenvektor mit
n Komponenten.

Deshalb ist J(u)Je(u)=(®) @ = &> und
[ f00dx = [(f o d)(u)| @'|du.

G B
Darausfolgen fur f =1 und n=2, 3 die bekannten

Formeln fur die Bogenlange.
Esfolgen Beispiele mit ergdnzenden Bemerkungen:

Bogenlangeder Schraubenlinie

cost
Essei B=[ab] 00 und ‘D“H%fn’“ﬁfm t0[ah].

Dabei sind die Parameter h,r > 0 und h heif die
Ganghohe der Schraubenlinie. Die Voraussetzungen
an den Rang von ¢ sind erfillt, denn es gilt

|Go(t)|=Vr?+h® 0. In diesem Fall heiRt die
Parametrisierung regulér. Die Bogenlédnge der
Schraubenlinieist

b
L= r2+h%dt = (b-a)vr? +h?
a

Bogenlangeder Zykloide

-snt[] _.
Es sei B=[02n00 und ®: tHEl cost@ far

t0[0,2r] Die Voraussetzungen an den Rang von
D t— Bl

erflllt. Dortist @' (0+2rr)=0. Die Parametrisierung

ist nicht regulér. Das stort bei der Berechnung der
Bogenlénge nicht. Esist

Hsmdanden Stellen t =0,+2m,... nicht

2 2 t
L= 2(1—cost)dt:215in—dt:8
0 o 2

Inhalt der Schraubenflache

Es sei B={(pt):0<ps<rOost<af00? und

i}
2

D:(p,t) -

Dannist

B:ost -psint

0
Ja(r 0.2 = 200 = ont PO und die
0 h

Voraussetzungen an den Rang von ¢ sind fir h> 0

erflillt, denn esist G, (1) =y p? +h? #0.
Der Inhalt der Schraubenfléche ist

r a r

%’ 'gwlpz +h?dtdp :at[)\/pz +h2%dp =
A HVr? +n? +h2arsinh -
20 hO

Weitere Beispiele fur k<n mit n=2, 3 und k=1,2
findet manin[5].

BEMERKUNGEN

e DieFormeln (4) und (5) werden oft ohne Erklérung
angegeben. Wenn man die Transformationsformel
(1) begrindet oder einfach nur angibt, kann man
genauso fur die Formel (3) vorgehen. Die
Gleichungen (4) und (5) kann man dann wie im
Text herleiten.

e DieTeile der linearen Algebra sind unabhangig
von dieser konkreten Anwendung in der
Integralrechnung niitzlich. Insbesondere ist die
Erweiterung der Stoffabschnitte zu (endlich-
dimensionalen) Vektorrdumen und zu linearen
Operatoren ratsam. Sie spielen in sehr vielen
modernen Ingenieuraufgaben eine Rolle.
Zusétzlich sind Ingenieure heute oft mit
okonomischen Aufgaben konfrontiert, die
Methoden der linearen Algebra zur Grundlage
haben.

e Der Grundgedanke dieser Arbeit durch mehr
lineare Algebra Zeit in der Integralrechnung zu
sparen, ist nur ein Tell der Wahrheit. Man kann
ghnliche Uberlegungen auch fiir andere Teile der
Analysisanstellen. Beispielsweise gewinnen die
Studierenden mit Hilfe der Begriffe Ahnlichkeit,
Diagonalisierung und Potenzen von Matrizen
Einsichten von grofRem Wert und gleichzeitig
Verfahren zur Lésung von Systemen von
Differential- und Differenzengleichungen.

e Sehrviede Aufgaben fir Ingenieure erfordern nach
der Diskretisierung der analytischen Gleichung die
L6sung von linearen Gleichungssystemen oder
Eigenwertaufgaben. Das sind klassische Themen
der linearen Algebra. Sie werden durch grof3e
Dimensionierung zu schwierigen Problemen. Die
passenden Methoden der héheren Mathematik
gehorenindie (numerische) lineare Algebra. Man
findet sie nur selten in den Vorlesungen zur
Ingenieurmathematik. Insofern sollte der Anteil
der linearen Algebrain der Ingenieurmathematik
stark erweitert werden.
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